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Re´sume´. Nous nous inte´ressons a` des mode`les a` e´tats discrets pour donne´es struc-
ture´es en arborescence. Notre objectif est de proposer des versions parame´triques des pro-
cessus de branchement multitypes permettant d’estimer efficacement ce type de mode`les
a` partir de donne´es de taille limite´e. Chaque loi de ge´ne´ration est alors mode´lise´e par
un mode`le de me´lange graphique dont l’estimation repose sur une recherche de graphe
d’inde´pendance conditionnelle et du nombre de composantes du me´lange. Nous montrons
sur des donne´es de floraison de pommiers que cette approche permet d’identifier des pat-
terns arborescents traduisant l’alternance plus ou moins marque´e de la floraison, suivant
la varie´te´.
Mots-cle´s. Loi discre`te multivarie´e, mode`le de me´lange graphique, motif arborescent,
processus de branchement multitype.
Abstract. We address discrete-state models for tree-structured data. Our aim is to
introduce parametric multitype branching processes that can be efficiently estimated on
the basis of data of limited size. Each generation distribution is modeled by a mixture of
graphical models. Their estimation relies on selection of a conditional independence graph
and selection of the number of components of the mixture model. We show on apple tree
flowering data that this framework allows us to identify tree patterns corresponding to a
more or less pronounced alternation of flowering, depending on cultivar.
Keywords. Graphical mixture model, multitype branching process, multivariate discrete
distribution ; tree pattern.
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1 Introduction
Nous nous inte´ressons a` des donne´es indexe´es par des arborescences telles que pour
chaque vertex de cette arborescence, on peut se ramener a` une variable a` valeur dans un
espace d’e´tats discret. Les mode`les statistiques d’inte´reˆt reposent sur une hypothe`se de
de´pendance locale parent-enfants. Si on veut de´passer la simple mode´lisation markovienne
d’ordre 1 (enfants conditionnellement inde´pendants sachant le parent), la combinatoire
induite par les e´tats et le nombre variable de fils entraˆıne tre`s rapidement une inflation du
nombre de parame`tres et notre objectif est de proposer une mode´lisation parame´trique
parcimonieuse. Les donne´es se pre´sentent sous la forme (xv)v∈T ou` T est une arborescence
oriente´e finie de taille nT = n, dont on note V = {0, . . . , n − 1} l’ensemble des vertex v,
v = 0 e´tant la racine, et A l’ensemble des arcs. Pour l’analyse statistique de ces donne´es,
on conside`re que xv est la re´alisation d’une variable ale´atoire Xv.
Pour mode´liser conjointement l’arborescence ale´atoire T et les (Xs)s∈T , dans le cas de
donne´es cate´gorielles avec K modalite´s V = {0, . . . , K−1}, les processus de branchements
multi-types (PBMT) peuvent eˆtre utilise´s (Haccou et al., 2005). Cette approche consiste
a` mode´liser les vecteurs ale´atoires discrets N v = (Nv,0, . . . , Nv,K−1) ou` Nv,k de´signe le
nombre d’enfants de v qui sont dans l’e´tat k. Les PBMT reposent sur l’hypothe`se que
(N v) est inde´pendant de tous les (Nu)u/∈D(v) sachant Xpa(v). Ou` D(v) l’ensemble des
descendants de v. Pour spe´cifier un PBMT, il est suffisant de spe´cifier les lois P (N s =
ns|Xs = k). Sous une hypothe`se d’homoge´ne´ite´ (invariance de ces lois vis-a`-vis de v), on
se rame`ne a` la spe´cification de K lois multivarie´es discre`tes appele´es lois de ge´ne´rations.
Dans le cas ou` la variable observe´e n’est pas cate´gorielle (par exemple continue mais plus
ge´ne´ralement vecteur observe´ combinant diffe´rents types de variables), une extension du
mode`le d’arbre de Markov cache´, qui ont e´te´ utilise´s pour la mode´lisation de coefficients
d’ondelettes (Crouse et al., 1998), en cate´gorisation de documents ou en mode´lisation de la
croissance des plantes (Durand et al., 2005) est conside´re´e. Dans ces mode`les, un processus
d’e´tat cache´ (Sv)v∈T est associe´ aux variables observe´es (Xs)s∈T et l’on se rame`ne au meˆme
proble`me que dans le cas d’une variable d’e´tat cate´gorielle en utilisant un algorithme EM
pour l’estimation du mode`le d’arbre de Markov cache´ puis un algorithme de restauration
de l’arborescence d’e´tats optimale.
Nous proposons une famille de lois multivarie´es discre`tes visant a` 1) identifier des
cate´gories d’enfants qui tendent a` apparaˆıtre simultane´ment, ou au contraire a` s’exclure.
2) construire des mode`les parame´triques parcimonieux compatibles avec ces relations.
3) prendre en compte le cas de distributions de fre´quences associe´s aux comptages des
e´tats ayant une majorite´ de classes vides, quelques autres classes isole´es presque vides,
les autres classes e´tant regroupe´es. 4) Tenir compte dans ces lois parame´triques de la sur-
repre´sentation simultane´e de 0 dans plusieurs composantes de N s, ainsi qu’une asyme´trie
des lois marginales (traˆıne a` droite).
Les points 1) a` 3) reposent sur l’utilisation de mode`les graphiques parame´triques
(plutoˆt que des lois gaussiennes ou de Poisson multivarie´es, a priori non adapte´es a`
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l’asyme´trie, a` la sur-repre´sentation de ze´ros, ou l’estimation directe des probabilite´s par
les fre´quences de l’histogramme multivarie´). Nous montrons que le point 4) peut eˆtre
satisfait a` travers une approche par me´langes de mode`les graphiques. Dans un premier
temps, nous de´crivons la famille de lois conside´re´e en supposant G comme fixe´. Puis nous
spe´cifions l’algorithme utilise´ pour de´terminer G (ou bien les diffe´rents graphes G dans le
cas de me´langes de mode`les graphiques).
2 Mode`les graphiques
2.1 De´finition
Nous conside´rons ici la famille des mode`les graphiques parame´triques oriente´s et acy-
cliques pour l’ensemble des variables N = (Ni)i∈V . Chaque e´le´ment de cette famille est
associe´ a` un graphe oriente´ acyclique G = (V , E). On de´finit l’ensemble des parents pa(v)
d’un vertex v par :
∀v ∈ V , pa(v) = {u ∈ V|(u, v) ∈ E}
Nous conside´rons la factorisation suivante de la loi jointe des (Ni)i∈V
P (N = n) =
∏
v∈V
P (Nv = nv|Npa(v) = npa(v)), (1)
ou` les facteurs tels que pa(v) = ∅ se re´duisent a` P (Nv = nv). Cette factorisation implique
la proprie´te´ de Markov de PN associe´e a` G (Koller & Friedman, 2009). Par conse´quent,
cette loi est de´finie par le graphe G et un ensemble de lois marginales ou conditionnelles.
Notons |pa(v)| le cardinal de pa(v) pour v ∈ V ; si les Nv sont finis de valeur maximale
Nmax, le nombre de parame`tres ne´cessaire a` la spe´cification de la loi jointe est e´quivalent
a`
∑
vN
|pa(v)|+1
max , plutoˆt qu’a` N
|V|
max dans la forme non factorise´e.
La factorisation (1) associe´e a`G a pour conse´quence premie`re un ensemble de contraintes
en termes d’inde´pendances (conditionnelles ou marginales) de´duites de G (appele´es pro-
prie´te´ de Markov) : chaque variable est inde´pendante de ses non-descendants sachant ses
parents dans G. Toute autre contrainte d’inde´pendance ve´rifie´e peut eˆtre de´rive´e de cette
proprie´te´ de Markov (Pearl, 1988). L’e´quivalence entre ces inde´pendances et une proprie´te´
de se´paration des variables dans G fait des mode`les graphiques un outil de choix lorsqu’on
veut mode´liser des lois jointes complexes, tant pour la souplesse de ces objets que pour
leur interpre´tabilite´.
La seconde conse´quence est de pouvoir proposer une mode´lisation plus souple des
lois jointes. En effet, pour le cas de variables discre`tes, le catalogue classique de lois
multivarie´es – loi multinomiale, loi multinomiale ne´gative et loi de Poisson multivarie´e –
est limite´ et tre`s contraint en termes de structures de covariances. En effet, pour ces, lois
les covariances entre paires de variables sont toutes de meˆme signe, voir toutes e´gales. La
proprie´te´ de factorisation permet donc de se ramener au catalogue de lois univarie´es : loi
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binomiale, loi de Poisson, loi binomial ne´gative combine´ a` celui de leurs extensions aux
re´gressions univarie´es. Malgre´ une augmentation sensible du nombre de parame`tres : de
l’ordre de |V| a` l’ordre de |V| + |E| parame`tres, cela permet d’obtenir des structures de
covariances plus complexes. En effet, il y a possibilite´ de coexistence de covariances des
signes diffe´rents voire l’existence de covariances nulles dans une meˆme loi jointe.
2.2 Estimation
A` graphe G connu, du fait de la proprie´te´ de factorisation (1), l’estimation de la
loi jointe par maximum de vraisemblance revient a` |V| estimations inde´pendantes de lois
univarie´es ou de re´gressions univarie´es. Pour chacune des variables, la famille parame´trique
est choisie par maximisation du BIC.
Par contre, le proble`me d’estimation du graphe n’admet pas de solution explicite. Une
approche dominante dans la litte´rature est de proce´der ite´rativement (Koller & Friedman,
2009). On se donne un graphe initial G0, par exemple le graphe nul G0 = (V , ∅). Puis, en
utilisant des ope´rations d’e´dition de graphes (ajout, suppression ou renversement d’arcs)
on peut proposer un ensemble de nouveaux mode`les candidats a` partir d’un graphe donne´,
appele´ graphe source.
A` chaque e´tape on calcule le BIC de chacun des graphes obtenus par ces ope´rations
et on choisit le graphe ayant le plus fort BIC comme source pour l’e´tape suivante. Du fait
de la de´composabilite´ du BIC (Koller & Friedman, 2009), le BIC du mode`le graphique
est la somme de chacun des BICs associe´s aux facteurs dans le produit (1). On stoppe la
recherche de graphes lorsque tous les scores des graphes candidats sont moins e´leve´s que
celui du graphe source.
E´tant donne´ que dans l’ensemble, les algorithmes de re´fe´rence pour la recherche de
mode`les graphiques oriente´s (Hill Climbing et variantes) sont plutoˆt tourne´s vers l’esti-
mation non-parame´trique, peu d’attention a e´te´ porte´e a` leur optimisation dans le cas
parame´trique. Nous proposons une ame´lioration de la complexite´ en temps de ces algo-
rithmes, au prix d’une augmentation limite´e de la complexite´ en espace. En calculant les
scores locaux obtenus par toutes les ope´rations e´ditions applique´es au graphe, meˆmes celle
entrainant des cycles, on remarque que pour les graphes voisins du graphe se´lectionne´,
pour chaque score de´compose´ en scores locaux, seuls les termes associe´s aux vertex mo-
difie´s changent. Ainsi, chaque ite´ration devient line´aire en temps fonction du nombre de
vertex tout en ne stockant que |V|2 scores.
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3 Me´langes finis de mode`les graphiques
3.1 Mode`les de me´langes graphiques finis
On de´finit un mode`le de me´lange fini pour une loi jointe quelconque comme e´tant :
P (N = n) =
∑
m∈M
pimPm(N = n), (2)
ou` les (pim)m∈M⊂N sont des poids sommant a` 1 et les (Pm(·))m∈M sont des distributions
jointes. L’estimation des parame`tres a` partir de re´alisations inde´pendantes (N `)` peut
eˆtre re´alise´e par un algorithme EM (McLachlan & Peel 2004). En l’absence de contrainte
entre les graphes associe´s a` chacune des composantes Pm de (2), l’algorithme EM pour
les me´langes de mode`les graphiques est e´quivalent a` l’algorithme EM pour des me´langes
de lois univarie´es ou des mode`les de re´gression univarie´es En effet, du fait de l’absence de
contrainte entre les graphes, les estimations des mode`les graphiques pour chaque compo-
sante sont inde´pendantes.
3.2 Me´langes et sur-repre´sentation des 0
Ces mode`les de me´langes ont e´te´ beaucoup utilise´s dans la litte´rature notamment pour
traiter dans le cas univarie´ la sur-repre´sentation de ze´ros. Or, dans le cas multivarie´ ou`
l’on utilise des mode`les graphiques, cette question est plus difficile car il y a diffe´rentes
manie`res de voir la sur-repre´sentation des ze´ros. On pourrait traiter ce proble`me en uti-
lisant les mode`les de me´langes pour chacune des variables mais ceci doublerait le nombre
de parame`tres et ne permettrait pas de bien mode´liser la possibilite´ d’obtenir des ze´ros
dans plusieurs composantes a` la fois.
Nous proposons de traiter ce proble`me comme un proble`me de partitionnement des
variables en |M| groupes Vm deux a` deux disjoints tels que :
∀m ∈M, ∀i ∈ V \ Vm, Pm[Ni > 0] ≈ 0, (3)
ou` V = ⋃m∈M Vm. On obtient ainsi une partition des variables ou` pour chaque partie
seules quelques variables peuvent interagir entre-elles et eˆtre significativement diffe´rentes
de 0, le reste pouvant eˆtre assimile´ a` un tre`s faible bruit Poissonien.
Pour cela nous proposons une strate´gie particulie`re pour l’initialisation de l’algorithme
EM permettant notamment d’initialiser automatiquement le nombre |M| de composantes
et les groupes (Vi)i∈M de variables en utilisant des approches de clustering de graphe. Une
e´tude de consistance de notre heuristique a e´te´ re´alise´e sur des donne´es simule´es. Enfin,
nous illustrons l’apport de cette famille de mode`les du point de vue de la flexibilite´ en
termes d’ajustement aux donne´es, et de l’inte´reˆt de l’interpre´tation des graphes, a` un cas
de mode´lisation de l’alternance de floraison de pommiers (donne´es fournies par Evelyne
Costes, E´quipe AFEF, UMR AGAP, Montpellier).
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